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Модели макроскопического кинетического описания процесса полимеразной цепной реакции
(ПЦР) на данный момент решаются исключительно численными методами, что затрудняет разра-
ботку эффективных программных алгоритмов обработки результатов реакции. В работе рассматри-
вается применение метода гомотопического возмущения для получения приближенного аналити-
ческого решения простейшей системы уравнений ферментативной кинетики, описывающей син-
тез молекул нуклеиновых кислот в процессе ПЦР. Полученное приближенное аналитическое
решение с высокой точностью воспроизводит результат численного решения системы в широком
диапазоне соотношения концентраций фермента и субстрата: как для случая значительного превы-
шения концентрации субстрата над ферментом, так и наоборот.
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Большинство химических реакций, происхо-
дящих в живых организмах, протекают при уча-
стии ферментов. Метод полимеразной цепной
реакции (ПЦР), основанный на ферментативной
цепной реакции синтеза нуклеиновых кислот, яв-
ляется на сегодняшний день одним из основных
диагностических инструментов в генетических
исследованиях. С помощью модификации дан-
ного метода – метода ПЦР в реальном времени
(ПЦР-РВ) проводят количественный анализ спе-
цифических фрагментов ДНК или РНК. В ходе
ПЦР, при участии фермента ДНК-полимеразы,
происходит циклическое копирование целевого
фрагмента молекулы нуклеиновой кислоты (НК)
с пропорциональным накоплением сигнала, ге-
нерируемого флуоресцентными зондами при
синтезе комплементарных цепей НК. Регистра-
ция флуоресцентного сигнала данного процесса в
режиме online дает характерные S-образные кри-
вые, называемые кривыми ПЦР-РВ, по которым
определяется начальное количество целевого
фрагмента генома.

Ключевым моментом современных программ-
ных алгоритмов обработки данных приборов
ПЦР-РВ является аппроксимация получаемых
кривых ПЦР-РВ некоторыми “искусственными”
функциями с последующим определением услов-
ных интегральных параметров данных функций,
наиболее распространенным среди которых яв-
ляется так называемый пороговый цикл. В ряде
случаев подобные алгоритмы обработки данных
ПЦР-РВ приводят к значительным ошибкам в
определении количества искомого фрагмента НК
в пробе. Разработка алгоритмов обработки дан-
ных ПЦР-РВ на основе аналитических математи-
ческих моделей ПЦР, очевидно, является наибо-
лее эффективным путем совершенствования по-
добных алгоритмов.

Количественное описание процесса синтеза
НК, как и всей ПЦР, может быть получено с по-
мощью дифференциальных уравнений фермен-
тативной кинетики [1–4]. В рамках данного под-
хода было предложено достаточно много моде-
лей, нацеленных на исследование различных
аспектов процесса [1–4]. Однако все без исклю-
чения модели, способные хотя бы в грубом при-
ближении описать процесс ПЦР, решаются ис-
ключительно численными методами.

Получить приближенные аналитические ре-
шения простых ферментативных моделей позво-
лил метод гомотопического возмущения. Так, в
работах [5, 6] получены весьма точные аналити-
ческие выражения временной динамики компо-
нент классической системы Михаэлиса–Ментен.
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В работах [7, 8] получено решение для более
сложных случаев обратимости конечной стадии
реакции, случая инактивации фермента, а также
случая положительной обратной связи, приводя-
щей к появлению периодических решений.

Однако, как показал анализ результатов дан-
ных работ, точность получаемых аналитических
решений определяется комбинацией параметров
системы: в определенных диапазонах значений
параметров ошибка аналитического приближе-
ния может составлять доли процента, в других –
может не только заметно отличаться по значе-
нию, но и иметь характер, не совпадающий с ре-
зультатом численного решения.

Цель настоящей работы – построение с помо-
щью метода гомотопического возмущения при-
ближенного аналитического решения простейшей
системы уравнений ферментативной кинетики,
которую можно рассматривать как упрощенную
модель полимеразной цепной реакции.

В данной модели ограничимся рассмотрением
двух основных процессов, происходящих в тече-
ние цикла ПЦР – синтез и гибридизация НК.
Считая, что диссоциация субстрат-ферментного
комплекса пренебрежимо мала, можно записать
следующую схему реакций модели:

, (1)

где S – одиночная цепь НК, E – фермент, ES –
комплекс S и фермента, P – двойная цепь НК,
синтезированная в ходе цикла ПЦР (продукт),
D – двойная цепь НК, образованная в результате
гибридизации исходных (дуплекс). Введем обозна-
чения:  – концентрация молекул НК S,  –
концентрация свободных молекул фермента E,

 – концентрация комплекса ES,  – кон-
центрация конечного продукта P,  – концен-
трация дуплекса, k+1 – константа скорости реак-
ции образования ES, k+2 – константа скорости ре-
акции образования P, k3 – константа скорости
образования дуплекса. В данных обозначениях
рассматриваемый процесс можно описать следу-
ющей системой дифференциальных уравнений
ферментативной кинетики:

(2)

Функции  и  могут быть получены про-
стым интегрированием из последних двух уравне-
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ний системы (2), а потому рассматриваться далее
не будут. Поскольку концентрация свободного
фермента может быть элементарно определена пу-
тем вычитания из исходной концентрации фермен-
та текущей концентрации промежуточного ком-
плекса и продукта, то фактически остается решить
систему двух дифференциальных уравнений отно-
сительно функций s(t) и c(t). Выполнив переход к
безразмерным концентрациям ,

 и времени , где e(0) –
исходная концентрация молекул фермента, мож-
но получить следующую систему уравнений:

(3)

где , , . Бо-
лее детальное описание процедуры перехода к
безразмерным величинам можно найти в [9].

Далее приведем краткое описание алгоритма
поиска решения методом гомотопического воз-
мущения, опуская обоснования и комментарии,
которые можно найти в приведенных ссылках.
Согласно методу гомотопического возмущения
[10] прежде всего из исходного нелинейного урав-
нения (системы)  относительно функ-
ции f необходимо выделить базовое уравнение

, в некотором смысле оптимальным об-
разом аппроксимирующее уравнение .
Существенным требованием является то, что для
уравнения  должно иметься простое ана-
литическое решение (как правило, в качестве

 берется та или иная линейная аппроксима-
ция дифференциального оператора , для ко-
торой аналитическое решение имеется всегда).
Далее необходимо сконструировать уравнение
N[f, p] = 0, включающее дополнительный параметр
p и имеющее вид  + pM[f] = 0.
При  уравнение  совпадает с
уравнением , для которого имеется из-
вестное аналитическое решение (тем самым по-
иск решения для  в виде ряда по пара-
метру  оказывается рутинной процедурой). При

 уравнение  совпадает с уравне-
нием , так что точное/приближенное
решение уравнения N[f, p] = 0 после подстановки
в него значения  оказывается точным/при-
ближенным решением исходного уравнения

. Решение же уравнения N[f, p] = 0 мож-
но искать в виде степенного ряда по параметру р:

, где зачастую оказывается доста-
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точным учет лишь нескольких первых членов.
При этом задача определения неизвестных чле-
нов ряда сводится к последовательности рекур-
рентных уравнений, в которых каждый последу-
ющий член ряда fk без труда находится с помощью
предыдущих fk–1, fk–2 и т. д.

По аналогии с [5–7], в качестве базового ли-
нейного приближения  выберем наибо-
лее простой вариант:

(4)

Далее согласно алгоритму метода составляем
уравнение , представляем решение в
виде суммы первых трех слагаемых ряда y(τ) =
= , x(τ) = x0(τ) + px1(τ) +

+  и подставляем в . Раскрывая
скобки, выполняем необходимые преобразова-
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ния, и, выделяя коэффициенты при одинаковых
степенях параметра р, получаем уравнения для
нахождения функций уi(τ) и xi(τ). Решая данные
уравнения, получаем ответ:

(5)

Характерные значения параметров системы (2)
для ПЦР, которые были использованы в числен-
ных расчетах следующие: k+1 ∼ 108 М–1 с–1, k+3 ∼

−τ
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Рис. 1. Численное решение системы (1) и его аналитическая аппроксимация различным количеством слагаемых.
Между графиками указана начальная концентрация молекул НК s(0). Сплошная полужирная линия – численное ре-
шение. Функции нормированы на максимальные значения, полученные численным решением.
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~ 106 М–1 с–1 [11]. Соответствующие обезразме-
ренные параметры системы принимают следую-
щие значения: , а . Отметим, что
при таких значениях параметров полученные
приближенные аналитические решения (5) мож-
но представить в более простом компактном виде.
Начальная концентрация фермента e(0) = 10–9 М,
начальная концентрация НК s(0) находится в ин-
тервале 10–19–10–6 М.

Анализ результатов моделирования показыва-
ет, что точность аппроксимации определяется
начальной концентрацией НК s(0), а точнее ее
соотношением с начальной концентрацией фер-
мента e(0). В связи с этим начальная концентра-
ция НК s(0) далее приводится в отношении к e(0).

Характер временной динамики решений ис-
ходной системы (5) практически не зависит от на-
чальной концентрации НК. При малых концен-
трациях НК, т. е. при , приближенные
аналитические и численное решение практиче-
ски не отличаются. Точность аппроксимации
уменьшается по мере увеличения s(0), визуальное
различие графиков численного и приближенного
решений начинает появляться при s(0) = 10 ⋅ e(0).
Рисунок 1 иллюстрирует динамику компонентов
реакции, рассчитанную численным и приближен-
ным аналитическим методом при s(0) >10 ⋅ e(0). Как
видно из рис. 1, ошибка аппроксимации числен-
ного решения как суммой трех, так и двух слагае-
мых приблизительно одинакова, в связи с чем,
приближенное аналитическое решение исходной
системы можно ограничить первыми двумя сла-
гаемыми ряда.

Таким образом, результаты работы свидетель-
ствуют об эффективности использования метода
гомотопического возмущения для получения
приближенного аналитического решения макро-
скопических моделей ПЦР.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Министерства образования и науки Российской
Федерации (уникальный идентификационный
номер ПНИЭР RFMEFI60714X0095).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Gevertz J.L., Dunn S.M., Roth C.M. // Biotechnol. and

Bioeng. 2005. V. 92. № 3. P. 346–355.
2. Lee J.Y., Lim H.W., Yoo S.I., Zhang B.T., Park T.H. //

Biochem. Eng. J. 2006. V. 29. № 1. P. 109–118.
3. Smith M.V., Miller C.R., Kohn M., Walker N.J.,

Portier C.J. // BMC Bioinform. 2007. V. 8. № 1.
P. 409.

4. Cobbs G. // BMC Bioinform. 2012. V. 13. № 1. P. 203.
5. Uma Maheswari M., Rajendran L. // J. Math. Chem.

2011. V. 49. № 8. P. 1713–1726.
6. Varadharajan G., Rajendran L. // Nat. Sci. 2011. V. 3.

№ 6. P. 459–465.
7. Sarbaz Khoshnaw H.A. // Nat. Sci. 2013. V. 5. № 6.

P. 740–755.
8. Varadharajan G., Rajendran L. // Appl. Math. 2011.

V. 2. № 9. P. 1140–1147.
9. Бердников А.С., Федоров А.А., Сочивко Д.Г., Куроч-

кин В.Е. // Науч. приборостроение. 2014. Т. 24.
№ 2. С. 33–42.

10. He J.H. // Comput. Methods Appl. Mech. Eng. 1999.
V. 178. № 3. P. 257–262.

11. Mehra S., Hu W.S. // Biotechnol. Bioeng. 2005. V. 91.
№ 7. P. 848–860.

μ = 100 δ = 0.03

!(0) (0)s e



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends false
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (Color Management Off)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 290
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 290
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 800
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /RUS ()
    /ENU <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


